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2015 年清华⼤学⾃主招⽣暨领军计划试题

兰琦

2017 年 3 ⽉ 1 ⽇

说明：本试卷共 30 ⼩题，共 100 分．在每⼩题给出的四个选项中，有⼀个或多个选项是符合题⺫要求的．全
部选对的，得满分；选对但不全的，得部分分；有选错的，得 0 分．

1. 设复数 z = cos 2π
3

+ i sin 2π

3
，则 1

1− z
+

1

1− z2
= ( )

A. 0 B. 1 C. 1

2
D. 3

2
解析 B．

注意到 z3 = 1，于是有
1

1− z
+

1

1− z2
=

1

1− z
+

z

z − z3
=

1

1− z
+

−z

1− z
= 1．

2. 设 {an} 为等差数列， p, q, k, l 为正整数，则“ p+ q > k + l ”是“ ap + aq > ak + al ”的 ( )

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件

C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件

解析 D．

ap + aq > ak + al 等价于 (p+ q − k − l)d > 0，其中 d 是等差数列的公差，于是 p+ q > k + l 是它的

既不充分也不必要条件．

3. 设 A,B 是抛物线 y = x2 上的两点，O 是坐标原点．若 OA ⊥ OB ，则 ( )

A. |OA| · |OB| ⩾ 2 B. |OA|+ |OB| ⩾ 2
√
2

C. 直线 AB 过抛物线 y = x2 的焦点 D. O 到直线 AB 的距离⼩于等于 1

解析 ABD．

设 A(x1, x
2
1)，B(x2, x

2
2)，则根据题意，有 x1x2 + x2

1x
2
2 = 0，从⽽ x1x2 = −1．

对于选项 A，有 |OA| · |OB| =
√
x2
1 + x4

1 ·
√

x2
2 + x4

2 =
√
2 + x2

1 + x2
2 ⩾ 2；

对于选项 B，有 |OA|+ |OB| ⩾ 2
√
|OA| · |OB| ⩾ 2

√
2；

对于选项 C，直线 AB 的纵截距为
x1x

2
2 − x2x

2
1

x1 − x2
= 1，于是直线 AB 恒过点 (0, 1)，⽽非恒过焦点；

对于选项 D，由于直线 AB 恒过点 (0, 1)，于是 O 到直线 AB 的距离不⼤于 1．

4. 设函数 f(x) 的定义域为 (−1, 1)，且满⾜：

À f(x) > 0， x ∈ (−1, 0)；

Á f(x) + f(y) = f

Å
x+ y

1 + xy

ã
， x, y ∈ (−1, 1)，

则 f(x) 为 ( )

A. 奇函数 B. 偶函数 C. 减函数 D. 有界函数

1
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解析 AC．

在 Á 中，令 x = y = 0，可得 f(0) = 0，令 y = −x，有 f(x) + f(−x) = f(0) = 0，于是函数 f(x)

为奇函数；

由 À， f(x) 不可能为偶函数 (与函数 f(x) 有非零函数值⽭盾)；

当 −1 < x < y ⩽ 0 时，由于
x− y

1− xy
∈ (−1, 0]，于是有

f(x)− f(y) = f(x) + f(−y) = f

Å
x− y

1− xy

ã
> 0,

因此函数 f(x) 在 (−1, 0] 上单调递减，又 f(x) 为奇函数，因此 f(x) 在 (−1, 1) 上单调递减；

考虑到当 x, y → 1 时，由 Á 可得“ 2f(1) = f(1) ”，这对有界函数是不可能的．下面证明函数 f(x) ⽆界．

设 f(m) = p，其中 m ∈ (0, 1)，令 h1(x) =
2x

1 + x2
， hn+1(x) = h(hn(x)) ( n = 1, 2, · · · )，则

f(hn(m)) = 2n · p, n = 1, 2, · · · ,

因此 f(x) ⽆界．

5. 如图，已知直线 y = kx+m 与曲线 y = f(x) 相切于两点，则 F (x) = f(x)− kx 有 ( )

y = f(x)

y = kx+m

x

y

O

A. 2 个极⼤值点 B. 3 个极⼤值点 C. 2 个极⼩值点 D. 3 个极⼩值点

解析 BC．

相当于以直线 y = kx+m 为 x 轴观察函数 y = f(x) 的图象的极值点．

6. △ABC 的三边分别为 a, b, c．若 c = 2，∠C =
π

3
，且满⾜ sinC + sin(B − A) − 2 sin 2A = 0，则 (

)

A. b = 2a B. △ABC 的周长为 2 + 2
√
3

C. △ABC 的⾯积为 2
√
3

3
D. △ABC 的外接圆半径为 2

√
3

3
解析 BCD．

将 B =
2π

3
−A 代⼊题中等式，可得 sin

(
2A− π

6

)
=

1

2
，于是 A =

π

6
, B =

π

2
或 A =

π

2
, B =

π

6
．进

⽽可以计算 △ABC 的周长，面积以及外接圆半径．

7. 设函数 f(x) =
(
x2 − 3

)
ex ，则 ( )

A. f(x) 有极⼩值，但⽆最⼩值

B. f(x) 有极⼤值，但⽆最⼤值
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C. 若⽅程 f(x) = b 恰有⼀个实根，则 b >
6

e3
D. 若⽅程 f(x) = b 恰有三个不同实根，则 0 < b <

6

e3
解析 BD．

函数 f(x) 的导函数 f ′(x) = ex ·
(
x2 + 2x− 3

)
，可以画出函数草图如下：

f(x) = (x2 − 3)ex

x

y

O−3
6/e3
1

−2e

对于选项 C， b 的取值范围还应包含 b = −2e ．

8. 已知 A =
{
(x, y)

∣∣x2 + y2 = r2
}
，B =

{
(x, y)

∣∣(x− a)2 + (y − b)2 = r2
}
，已知 A∩B = {(x1, y1), (x2, y2)}，

则 ( )

A. 0 < a2 + b2 < 2r2 B. a(x1 − x2) + b(y1 − y2) = 0

C. x1 + x2 = a， y1 + y2 = b D. a2 + b2 = 2ax1 + 2by1

解析 BCD．

如图．

O x

y

C

M

N

对于选项 A，两圆相交，有 0 < |OC| < 2r ，即 0 < a2 + b2 < 4r2 ；

对于选项 B，
#      »

MN ⊥ #    »

OC ，即 a(x1 − x2) + b(y1 − y2) = 0；

对于选项 C，线段 MN 与线段 OC 平分，于是 x1 + x2 = a， y1 + y2 = b；

对于选项 D，将 M(x1, y1) 满⾜的两个圆的⽅程相减即得．

9. 已知⾮负实数 x, y, z 满⾜ 4x2 + 4y2 + z2 + 2z = 3，则 5x+ 4y + 3z 的最⼩值为 ( )

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4

解析 C．

条件即

(2x)2 + (2y)2 + (z + 1)2 = 4,
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令 a = 2x， b = 2y ， c = z + 1，则问题转化为已知 a2 + b2 + c2 = 4，且 a, b ⩾ 0， c ⩾ 1，求
5

2
a+ 2b+ 3c− 3 的最小值．由于 (a, b, c) ·

Å
5

2
, 2, 3

ã
在边界处取得最小值，因此不难计算得其最小值为

6，于是原式最小值为 3．

事实上，显然 x, y, z ∈ [0, 1]，于是

5x+ 4y + 3z ⩾ 4x2 + 4y2 + 3z = −z2 + z + 3 = z(1− z) + 3 ⩾ 3,

等号当 x = y = 0 且 z = 1 时取得．

10. 设数列 {an} 的前 n 项和为 Sn ．若对任意的正整数 n，总存在正整数 m，使得 Sn = am ，则 ( )

A. {an} 可能为等差数列

B. {an} 可能为等⽐数列

C. {an} 的任意⼀项均可写成 {an} 的两项之差

D. 对任意正整数 n，总存在正整数 m，使得 an = Sm

解析 AC．

对于选项 A，取 an = n, n = 1, 2, · · · 即可；

对于选项 B，若 {an} 为等比数列，设其公比为 q ，显然 q ̸= ±1．根据题意，对任何正整数 n，均有

1 + q + · · ·+ qn = qm1 ,

以及

(1 + q + · · ·+ qn)(1 + qn+1) = 1 + q + · · ·+ qn + qn+1 + · · ·+ q2n+1 = qm2 ,

其中 m1,m2 均为正整数．两式相比，有

1 + qn+1 = qm2−m1 .

当 |q| > 1 时，取 n 为奇数，此时 qm2−m1 ⩾ |q|n+2 ，当 n ⾜够⼤时，⽅程必然⽆解；

当 |q| < 1 且 q ̸= 0 时， |qm2−m1 | 或者在区间 (0, |q|] 内，或者在区间
ï
1

|q|
,+∞

ã
内，因此当 n ⾜

够⼤时，必然可以使得
∣∣1 + qn+1

∣∣ 落在区间
Å
|q|, 1

|q|

ã
内，此时⽅程⽆解．

综上所述，数列 {an} 不可能是等比数列．

如果不考虑第⼀项，那么可以构造 2, 2, 4, 8, 16, · · · 或 0, 1,−1, 1,−1, · · · ．

对于选项 C，取 n = 2，有 a1 + a2 = am ，于是 a1 可以写成两项之差；另⼀⽅面，当 n ⩾ 2 时，有

an = Sn − Sn−1 = am1 − am2 ,

也可以写成两项之差．因此命题成立．

对于选项 D，取 an = n, n = 1, 2, · · · 即为反例．
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11. 运动会上，有 6 名选⼿参加 100 ⽶⽐赛，观众甲猜测： 4 道或 5 道的选⼿得第⼀名；观众⼄猜测： 3

道的选⼿不可能得第⼀名；观众丙猜测：1, 2, 6 道选⼿中的⼀位获得第⼀名；观众丁猜测：4, 5, 6 道的选

⼿都不可能获得第⼀名．⽐赛后发现没有并列名次，且甲、⼄、丙、丁中只有 1 ⼈猜对⽐赛结果，此⼈是

( )

A. 甲 B. ⼄ C. 丙 D. 丁

解析 D．

由于甲的判断正确或者丙的判断正确都会导致⼄的判断正确，因此甲、丙的判断均错误，此时⼄的判断必

然错误，故丁的判断正确．

12. 长⽅体 ABCD−A1B1C1D1 中，AB = 2，AD = AA1 = 1，则点 A 到平⾯ A1BD 的距离为 ( )

A. 1

3
B. 2

3
C.

√
2

2
D.

√
6

3
解析 B．

如图，以 A 为坐标原点建立空间直角坐标系 A−BDA1 ，则平面 A1BD 的法向量为
Å
1

2
, 1, 1

ã
，从⽽

易得所求距离为

(2, 0, 0) ·
Å
1

2
, 1, 1

ã Å
1

2

ã2
+ 12 + 12

=
2

3
.

C D

ABC1
D1

A1B1

13. 设不等式组

|x|+ |y| ⩽ 2,

y + 2 ⩽ k(x+ 1),

所表⽰的区域为 D ，其⾯积为 S ，则 ( )

A. 若 S = 4，则 k 的值唯⼀ B. 若 S =
1

2
，则 k 的值有 2 个

C. 若 D 为三⾓形，则 0 < k ⩽ 2

3
D. 若 D 为五边形，则 k > 4

解析 ABD．

如图，随着 k 的不同，区域形状随之变化．
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x

y

O 2

2

−2

−2A
k = 0

k =
2

3 x

y

O 2

2

−2

−2
A

k =
2

3

k = 4

x

y

O 2

2

−2

−2
A

k = 4∞

x

y

O 2

2

−2

−2
A

∞
k = −2

14. △ABC 的三边长是 2, 3, 4，其外⼼为 O ，则 #    »

OA · #    »

AB +
#    »

OB · #    »

BC +
#    »

OC · #    »

CA = ( )

A. 0 B. −15 C. −21

2
D. −29

2
解析 D．

如图，注意到
#    »

AO · #    »

AB =
1

2
c2 ，于是原式的值为 −a2 + b2 + c2

2
= −29

2
．

B C

A

O

15. 设随机事件 A 与 B 互相独⽴，且 P (B) = 0.5， P (A−B) = 0.2，则 ( )

A. P (A) = 0.4 B. P (B −A) = 0.3 C. P (AB) = 0.2 D. P (A+B) = 0.9

解析 ABC．

根据题意，有如下联表：

A A

B 0.2 0.3

B 0.2 0.3

16. 过 △ABC 的重⼼作直线将 △ABC 分成两部分，则这两部分的⾯积之⽐的 ( )

A. 最⼩值为 3

4
B. 最⼩值为 4

5
C. 最⼤值为 4

3
D. 最⼤值为 5

4
解析 BD．

如图，不妨设直线与边 AB 以及 AC 相交，交点分别为 P,Q，
#    »
AP = λ

#    »
AB ，

#    »
AQ = µ

#    »
AC ，则 △APQ

的面积与 △ABC 的面积比为 λµ．
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B C

A

G
P

Q

由于
3

2

#    »

AG =
1

2

#    »

AB+
1

2

#    »

AC ，因此
#    »

AG =
1

3λ

#    »

AP +
1

3µ

#    »

AQ，从⽽
1

λ
+

1

µ
= 3，且 λ, µ ∈ (0, 1]．不难求得

λµ 的取值范围是
ï
4

9
,
1

2

ò
，因此 △ABC 被直线 PQ 分成的两部分的面积之比的取值范围是

ï
4

5
,
5

4

ò
．

17. 从正 15 边形的顶点中选出 3 个构成钝⾓三⾓形，则不同的选法有 ( )

A. 105 种 B. 225 种 C. 315 种 D. 420 种

解析 C．

⽅法⼀

如左图，先从 15 个顶点中任选⼀个点 (以 A15 为例)，那么以该点为顶点的三角形共有 C2
14 = 91 个．

接下来思考这些三角形中锐角三角形的个数．

A1

A2

A3A4A5

A6

A7

A8

A9

A10A11A12

A13

A14

A15
O

A1

A2

A3A4A5

A6

A7

A8

A9

A10A11A12

A13

A14

A15
O

显然三角形内部包含正 15 边形的中⼼时为锐角三角形，因此锐角三角形的另外两个顶点必然分别在

A1, A2, · · · , A7 以及 A8, A9, · · · , A14 中．当其中⼀个顶点为 A1, A2, · · · , A7 时，另外⼀个顶点可能的

位置分别有 1, 2, · · · , 7 个，共计 28 个．

这样，我们就得到了所有的钝角三角形有
1

3
· (91− 28) · 15 = 315 个．

⽅法⼆

如右图，我们规定以逆时针⽅向为正⽅向．若某个三角形在正⽅向意义下的“起点”为 A1 ，则“该三角形为

钝角三角形”的充要条件为“其余两个顶点选自于 A2, A3, · · · , A8 这 7 个点”．故以 A1 为“起点”的钝角三

角形共有 C2
7 = 21 个．因此所有的钝角三角形有 21× 15 = 315 个．

注 ⼀般地，对正 2k + 1 边形，钝角三角形有
1

2
k(k − 1)(2k + 1) 个．

18. 已知存在实数 r ，使得圆周 x2 + y2 = r2 上恰好有 n 个整点，则 n 可以等于 ( )

A. 4 B. 6 C. 8 D. 12

解析 ACD．

由对称性可知 n 必然为 4 的倍数，当 r = 1,
√
5, 5 时， n 分别为 4, 8, 12，如图．
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x

y

19. 设复数 z 满⾜ 2|z| ⩽ |z − 1|，则 ( )

A. |z| 的最⼤值为 1 B. |z| 的最⼩值为 1

3

C. z 的虚部的最⼤值为 2

3
D. z 的实部的最⼤值为 1

3
解析 ACD．

设复平面上 A(1, 0)，复数 z 对应的点为 P ，则满⾜条件的 P 在以
Å
1

3
, 0

ã
，(−1, 0) 为直径端点的圆

内部 (包括圆周)，如图．

O x

y

A

P

1
3−1

2
3

− 2
3

20. 设 m,n 是⼤于零的实数，向量 a = (m cosα,m sinα)， b = (n cosβ, n sinβ)，其中 α, β ∈ [0, 2π)．定

义向量 a 1
2 =

(√
m cos α

2
,
√
m sin α

2

)
， b 1

2 =

Å√
n cos β

2
,
√
n sin β

2

ã
，记 θ = α− β ，则 ( )

A. a 1
2 · a 1

2 = a B. a 1
2 · b 1

2 =
√
mn cos θ

2

C.
∣∣∣a 1

2 − b 1
2

∣∣∣2 ⩾ 4
√
mn sin2 θ

4
D.

∣∣∣a 1
2 + b 1

2

∣∣∣2 ⩾ 4
√
mn cos2 θ

4
解析 BCD．

对于选项 A， a 1
2 · a 1

2 = m cos2 α

2
+m sin2 α

2
= m；

对于选项 B， a 1
2 · b 1

2 =
√
mn

Å
cos α

2
cos β

2
+ sin α

2
sin β

2

ã
=

√
mn cos α− β

2
=

√
mn cos θ

2
；

对于选项 C、D，有
∣∣∣a 1

2 ± b 1
2

∣∣∣2 = m+n±2
√
mn cos θ

2
⩾ 2

√
mn

Å
1± cos θ

2

ã
，由余弦的⼆倍角公式即得．

21. 设数列 {an} 满⾜： a1 = 6， an+1 =
n+ 3

n
an ，则 ( )

A. ∀n ∈ N∗, an < (n+ 1)3 B. ∀n ∈ N∗, an ̸= 2015

C. ∃n ∈ N∗, an 为完全平⽅数 D. ∃n ∈ N∗, an 为完全⽴⽅数

解析 AB．

根据递推公式，不难得到 an = n(n + 1)(n + 2) ( n ∈ N∗ )，因此选项 A 正确，选项 C、D 错误．又

2015 = 5× 13× 31，于是选项 B 正确．

22. 在极坐标系中，下列⽅程表⽰的图形是椭圆的有 ( )

A. ρ =
1

cos θ + sin θ
B. ρ =

1

2 + sin θ
C. ρ =

1

2− cos θ D. ρ =
1

1 + 2 sin θ
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解析 BC．

由圆锥曲线的统⼀极坐标⽅程 ρ =
p

1− e cos θ ，可得选项 B、C 均为椭圆，选项 D 为双曲线．选项 A 是

直线．

23. 设函数 f(x) =
sinπx

x2 − x+ 1
，则 ( )

A. f(x) ⩽ 4

3
B. |f(x)| ⩽ 5|x|

C. 曲线 y = f(x) 存在对称轴 D. 曲线 y = f(x) 存在对称中⼼

解析 ABC．

对于选项 A，考虑到分⼦的取值范围是 [−1, 1]，分母的取值范围是
ï
3

4
,+∞

ã
，于是其最⼤值为

4

3
，在

x =
1

2
处取得；

对于选项 B，
∣∣∣∣f(x)x

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ sinπx

πx

∣∣∣∣ · πÅ
x− 1

2

ã2
+

3

4

⩽ 4π

3
< 5，因此选项 B 正确；

对于选项 C，函数 f(x) =
sinπxÅ

x− 1

2

ã2
+

3

4

，对称轴为 x =
1

2
；

对于选项 D，若函数 f(x) 有对称中⼼，那么它必然为周期函数，⽭盾．

24. △ABC 的三边分别为 a, b, c，若 △ABC 为锐⾓三⾓形，则 ( )

A. sinA > cosB B. tanA > cotB C. a2 + b2 > c2 D. a3 + b3 > c3

解析 ABC．

对于选项 A，由 A+B >
π

2
可得 A >

π

2
−B ，于是 sinA > sin

(π
2
−B

)
，即 sinA > cosB ；

对于选项 B，由 A+B >
π

2
可得 A >

π

2
−B ，于是 tanA > tan

(π
2
−B

)
，即 tanA > cotB ；

对于选项 C，由 cosC =
a2 + b2 − c2

2ab
> 0，于是 a2 + b2 > c2 ；

对于选项 D， a, b, c 的值分别为 4, 5, 6 即为反例．

25. 设函数 f(x) 的定义域是 (−1, 1)，若 f(0) = f ′(0) = 1，则存在实数 δ ∈ (0, 1)，使得 ( )

A. f(x) > 0， x ∈ (−δ, δ) B. f(x) 在 (−δ, δ) 上单调递增

C. f(x) > 1， x ∈ (0, δ) D. f(x) > 1， x ∈ (−δ, 0)

解析 AC．

对于选项 A，由 f ′(0) = 1 可知，函数 f(x) 在 x = 0 处连续．又因为 f(0) = 1 > 0，故由极限的保号

性可知，A 正确．

对于选项 B，取 f(x) =

x2 + x+ 1, x ∈ Q,

−x2 + x+ 1, x ∈ ∁RQ.

即为反例，B 错误．

对于选项 C，由于 f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= 1 > 0，故由极限的保号性可知，存在实数 δ ∈ (0, 1)，当

x ∈ (0, δ) 时，
f(x)− f(0)

x− 0
=

f(x)− 1

x
> 0，即 f(x) > 1，C 正确．

对于选项 D，若存在实数 δ ∈ (0, 1)，当 x ∈ (−δ, 0) 时，f(x) > 1，则当 x ∈ (−δ, 0) 时，
f(x)− f(0)

x− 0
< 0，

所以 f ′(0) = f ′
−(0) = lim

x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
⩽ 0，这与 f ′(0) = 1 > 0 ⽭盾，D 错误．
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26. 在直⾓坐标系中，已知 A(−1, 0)，B(1, 0)．若对于 y 轴上的任意 n 个不同点 P1, P2, · · · , Pn ，总存在

两个不同点 Pi, Pj ，使得 |sin∠APiB − sin∠APjB| ⩽ 1

3
，则 n 的最⼩值为 ( )

A. 3 B. 4 C. 5 D. 6

解析 B．

不影响问题的本质，将 y 轴负半轴上的点对称到 y 轴正半轴上，这样点 Pi 与 (0, π] 上的角⼀⼀对应．

O x

y

1
3

2
3

1

π

如图，把函数 y = sinx 在 (0, π] 上的图象所在的区域划分为三个条形区域．若 n = 4，那么⾄少有两个

点落在同⼀个条形区域，此时这两点即满⾜要求．若 n = 3，那么可以取 P1 对应的角非常靠近 0，P2

对应的角为
π

6
， P3 非常靠近

π

2
，此时不符合题意．

综上所述， n 的最小值为 4．

27. 设⾮负实数 x, y 满⾜ 2x+ y = 1，则 x+
√
x2 + y2 的 ( )

A. 最⼩值为 4

5
B. 最⼩值为 2

5
C. 最⼤值为 1 D. 最⼤值为 1 +

√
2

3
解析 AC．

⽅法⼀

设 P 在 y 轴上的投影为 H ，则 x+
√
x2 + y2 = PO + PH ，如图．作原点 O 关于直线 2x+ y = 1

的对称点 O′
Å
4

5
,
2

5

ã
，则 PO + PH = O′P + PH ．

O x

y

P
H

O′

1

1

2

由图不难得到 O′P + PH 的最小值为
4

5
，⽽最⼤值为 1．

⽅法⼆

x+
√

x2 + y2 ⩽ x+ (x+ y) = 1，当且仅当 (x, y) = (0, 1) 或 (x, y) =

Å
1

2
, 0

ã
时等号成立．

由柯西不等式，可知 (32 + 42)(x2 + y2) ⩾ (3x+ 4y)2 ，故 x+
√

x2 + y2 ⩾ x+
3

5
x+

4

5
y =

4

5
，当且仅当

(x, y) =

Å
3

10
,
2

5

ã
时等号成立．

综上所述， x+
√
x2 + y2 的最小值为

4

5
，最⼤值为 1．
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28. 对于 50 个⿊球和 49 个⽩球的任意排列 (从左到右排成⼀⾏)，则 ( )

A. 存在⼀个⿊球，它右侧的⽩球和⿊球⼀样多

B. 存在⼀个⽩球，它右侧的⽩球和⿊球⼀样多

C. 存在⼀个⿊球，它右侧的⽩球⽐⿊球少⼀个

D. 存在⼀个⽩球，它右侧的⽩球⽐⿊球少⼀个

解析 A．

将 49 个连续白球放在左边，将 50 个连续⿊球放在右边，可知选项 B、D 错误，将 49 个连续白球放

在右边，将 50 个连续⿊球放在左边，可知选项 C 错误．

对于选项 B，当⿊球开头或⿊球结尾时显然符合要求，否则考虑每个⿊球右侧⿊球与白球的数量之差 d，

第⼀个⿊球对应的 d > 0，最后⼀个⿊球对应的 d < 0，因此必然存在某个⿊球对应的 d 为 0．事实上，

将相邻的⿊球与白球“抵消”掉，最后会只剩下⼀个⿊球，这个⿊球在原来队列中的位置就是满⾜要求的⿊

球位置．

29. 从 1, 2, 3, 4, 5 中挑出三个不同数字组成五位数，其中有两个数字各⽤两次，例如 12231，则能得到的不

同的五位数有 ( )

A. 300 个 B. 450 个 C. 900 个 D. 1800 个

解析 C．

C3
5 · C2

3 ·
A5

5

A2
2 · A2

2

= 900．

30. 设曲线 L 的⽅程为 y4 +
(
2x2 + 2

)
y2 +

(
x4 − 2x2

)
= 0，则 ( )

A. L 是轴对称图形 B. L 是中⼼对称图形

C. L ⊂
{
(x, y)

∣∣x2 + y2 ⩽ 1
}

D. L ⊂
ß
(x, y)

∣∣∣∣−1

2
⩽ y ⩽ 1

2

™
解析 ABD．

记 f(x, y) = y4 + (2x2 + 2)y2 + (x4 − 2x2)，则

对于选项 A、B，由于 f(−x, y) = f(−x,−y) = f(x, y)，于是 L 既为轴对称图形，也为中⼼对称图形；

对于选项 C，由于 y2 =
√
4x2 + 1− (x2 + 1)，令 y = 0，可得 x = ±

√
2, 0，因此选项 C 错误；

对于选项 D，由于 x2 = −y2 + 1±
√
−4y2 + 1，于是 −4y2 + 1 ⩾ 0，即 −1

2
⩽ y ⩽ 1

2
．

事实上，该⽅程对应的曲线如图．

x

y

y = 1
2

y = − 1
2

x = −
√
2 x =

√
2


