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2016 年中国科学技术⼤学⼊学考试试题

兰琦

2017 年 1 ⽉ 4 ⽇

1. 设函数 f(x) = sin (ωx+ φ) 1的图象关于直线 x = −1 和直线 x = 2 均对称，则 f(0) 的所有可能取值

是 ．

解析 ±1,±1

2

根据题意， 3 是半周期的整数倍，于是 ω =
kπ

3
( k ∈ Z, k ̸= 0 )，因此

f(0) = sinφ = sin(−ω + φ+ ω) = sin(−ω + φ) cosω + cos(−ω + φ) sinω = ± cosω,

于是 f(0) 的所有可能取值是 ±1,±1

2
．

2. ⽅程 x3 − 2ax+ a2 = 0 有在区间 (0, 1) 内的实数解，则 a 的取值范围是 ．

解析
Å
0,

32

27

ò
根据题意，有 a = x

(
1±

√
1− x

)
( x ∈ (0, 1) )，设 1− x = (t− 1)2， t ∈ (0, 1) ∪ (1, 2)，则

0 < a = t2(2− t) =
t · t · (4− 2t)

2
⩽ 1

2

Å
4

3

ã3
=

32

27
,

当 t = 1 时， a = 1，经检验 a = 1 时满⾜条件，结合连续性可得 a 的取值范围是
Å
0,

32

27

ò
．

3. 设复数 z 满⾜ |z| = 2， i 是虚数单位，则 |(1 + z) + i(1− z)| 的最⼤值是 ．

解析 设 z = a+ bi，则

|(1 + z) + i(1− z)| = |(1 + a+ b) + (1− a+ b)i|

=
»
(1 + a+ b)2 + (1− a+ b)2

=
√
10 + 4b

⩽ 3
√
2,

等号当 b = 2，即 z = 2i 时取得．因此所求的最⼤值为 3
√
2．

1由题意推测应该有 ω ̸= 0 的条件，否则 f(0) 的取值为 [−1, 1] 上的任意值．
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另法　由题意得

|(1 + z) + i(1− z)| = |(1 + i) + (1− i)z|

=|1− i| · |z + i| =
√
2 · |z + i|

⩽
√
2 · (|z|+ |i|) = 3

√
2.

当 z = 2i 时取到等号．

4. 设边长为 1 的正三⾓形可被边长为 b 的正⽅形覆盖，则 b 的最⼩值是 ．

解析
√
6 +

√
2

4

想象⼀个⼤矩形将边长为 1 的正三角形覆盖，然后保持矩形的长和宽的⽅向不变缩小矩形，直⾄矩形的

边碰到正三角形的三个顶点．此时必有⼀个顶点与矩形的顶点重合，如图．

A B

C

D

E

F

设 ∠BAD = α，∠CAF = β，则 α+ β = 30◦，且此⽅向上的正⽅形 (由矩形补成) 边长的最小值为

max{cosα, cosβ} ⩾ cos 15◦ =

√
6 +

√
2

4
,

等号当 α = β = 15◦ 时取得．因此所求的最小值为

√
6 +

√
2

4
．

5. 在四⾯体 ABCD 中，AD = BD = CD，AB = BC = CA = 1．若⼆⾯⾓ A − BC −D 等于 75◦，

则⼆⾯⾓ A−BD − C 的余弦值是 ．

解析 3
√
3− 2

8

如图．

A C

B

D

设 ∠DAB = θ，A−BD − C 的⼤小为 φ，则根据三面角定理，有

cos∠ABD = cos∠CBA · cos∠DBC + sin∠CBA · sin∠DBC · cos 75◦,
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即

cos θ =
1

2
cos θ +

√
3

2
sin θ · cos 75◦,

从⽽
cos θ
sin θ

=
√
3 cos 75◦，又

cos∠ABC = cos∠ABD · cos∠CBD + sin∠ABD · sin∠CBD · cosφ,

即
1

2
= cos2 θ + sin2 θ · cosφ,

从⽽

cosφ =
1− 2 cos2 θ
2 sin2 θ

=
sin2 θ − cos2 θ

2 sin2 θ
=

1

2
− 3

2
cos2 75◦ =

3
√
3− 2

8
.

6. 在平⾯直⾓坐标系中，△ABC 是边长为 1 的正三⾓形．动点 P 满⾜ #    »

PA · #    »

PB+
#    »

PB · #    »

PC+
#    »

PC · #    »

PA = 0，

则 P 的轨迹所围成的平⾯区域的⾯积是 ．

解析 π

6

设 P (x, y)，A

Å
−1

2
, 0

ã
，B

Å
1

2
, 0

ã
，C

Ç
0,

√
3

2

å
，则根据题意有Å

−1

2
− x

ãÅ
1

2
− x

ã
+ y2 +

Å
1

2
− x

ã
(−x) + (−y)

Ç√
3

2
− y

å
+ (−x)

Å
−1

2
− x

ã
+ (−y)

Ç√
3

2
− y

å
= 0,

整理得

x2 +

Ç
y −

√
3

6

å2

=
1

6
,

因此所求面积为
π

6
．

7. 化简
1008∑
k=0

(−1)kC2k
2016 = ．

解析 21008

原式即 (1 + i)2016 的实部，⽽

(1 + i)2016 =
[√

2 ·
(

cos π
4
+ i sin π

4

)]2016
= 21008 (cos 504π + i sin 504π) = 21008,

因此原式的值为 21008．

8. 设随机变量 X 服从正态分布 N(1, 1)，若 P (|X| > 1) = c，则 P (X < 2) = ．

解析 根据正态分布的对称性，不妨设 P (X < −1), P (−1 < X < 0), P (0 < X < 1), P (1 < X <

2), P (X > 2) 分别为 p1, p2, p3, p3, p1 + p2．又
p1 + p2 + p3 =

1

2
,

p1 +
1

2
= c,
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于是 P (X < 2) =
1

2
+ p3 =

9. 设正数 a, b, c 满⾜ ab+ bc+ ca = 1，求 a√
1 + a2

+
b√

1 + b2
+

c√
1 + c2

的取值范围．

解析 设 a = tan A

2
, b = tan B

2
, c = tan C

2
，其中 A+B + C = π，A,B,C > 0，则

a√
1 + a2

+
b√

1 + b2
+

c√
1 + c2

= sin A

2
+ sin B

2
+ sin C

2
.

⼀⽅面，有

sin A

2
+ sin B

2
+ sin C

2
⩽ 3 sin A+B + C

6
=

3

2
,

等号当 A = B = C =
π

3
时取得；另⼀⽅面，有

sin A

2
+ sin B

2
+ sin C

2
> sin A+B

2
+ sin C

2
> sin A+B + C

2
= 1,

当 (A,B,C) → (0, 0, π) 时， sin A

2
+ sin B

2
+ sin C

2
→ 1．于是所求的取值范围是

Å
1,

3

2

ò
．

注 作换元 a =
1

tanA
, b =

1

tanB
, c =

1

tanC
亦可．

10. 过椭圆 x2

a2
+

y2

b2
= 1 ( a > b > 0 ) 的右焦点 F 作两条相互垂直的弦 AB,CD，证明：A,B,C,D 四点

共圆当且仅当 |AB| = |CD|．

解析 我们熟知已知⼆次曲线上四点 A,B,C,D，若 AB,CD 斜率均存在，则 AB 与 CD 的斜率互

为相反数与 A,B,C,D 四点共圆等价．结合椭圆的对称性，原命题成立．

注 考虑非圆⼆次曲线 Ax2 + By2 +Dx + Ey + F = 0 ( A ̸= B ) 与两条相交直线 (y − k1x − b1) · (y −

k2x− b2) = 0 ( k1 ̸= k2 ) 形成的交点曲线系

Ax2 +By2 +Dx+ Ey + F − λ · (y − k1x− b1)(y − k2x− b2) = 0,

当且仅当 k1 + k2 = 0 时该⽅程表示圆，因此引理得证．

11. 袋中共有 3n 个⼩球，红、绿、蓝各 n 个．现从袋中随机取球，每次取出 3 个⼩球不放回，直⾄某种颜

⾊的⼩球被全部取出，求取球次数 X 的分布列．

解析

12. 设 f(x) = ex − cosx，正项数列 {an} 满⾜ a1 = 1， f(an) = an−1， n ⩾ 2．证明：存在正整数 n 使

得
n∑

k=1

ak > 2016．

解析 函数 f(x) 的导函数 f ′(x) = ex+sinx，于是函数 f(x) 在 (0,+∞) 上单调递增．猜测 an ⩾ 1

n
，

等号当且仅当 n = 1 时成立．用数学归纳法证明如下．

当 n = 1 时，命题显然成立；

假设当 n = k 时命题成立，即 ak ⩾ 1

k
，则

eak+1 − cos ak+1 = ak ⩾ 1

k
.
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考虑函数 h(x) = f(x)− x

1− x
， x ∈ (0, 1)．我们熟知当 x ∈ (0, 1) 时，有

cosx > 1− 1

2
x2, ex < −1 +

4

2− x
,

于是

h(x) < −1 +
4

2− x
− 1 +

1

2
x2 − x

1− x
=

x3(x− 3)

2(2− x)(1− x)
< 0.

令 x =
1

k + 1
，则有

e 1
k+1 − cos 1

k + 1
− 1

k
< 0, 即 f

Å
1

k + 1

ã
< eak+1 − cos ak+1,

结合 f(x) 在 (0,+∞) 上单调递增，有 ak+1 >
1

k + 1
．

综上所述，猜测得证．于是当 n ⩾ 2m ( m ∈ N∗ ) 时，有

n∑
k=1

ak > 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+ · · ·+ 1

n

⩾ 1 +
1

2
+

1

4
+

1

4
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+ · · ·+ 1

2m
+

1

2m
+ · · ·+ 1

2m

=
m+ 2

2
,

因此取 m = 4030， n = 24030 时，
n∑

k=1

ak > 2016．


