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2016 北⼤全国优秀中学⽣暑期学堂数学试题

兰琦

2017 年 1 ⽉ 4 ⽇

⽂科⽣做前 5 题，理科⽣做后 5 题，每题 20 分．

1. 设关于 x 的⽅程 sin2 x+ cosx+ a = 0 在实数范围内有解，求实数 a 的取值范围．

解析 题中⽅程有解即 a = − sin2 x− cosx 有解，从⽽有

a = cos2 x− cosx− 1 =

Å
cosx− 1

2

ã2
− 5

4
∈
ï
−5

4
, 1

ò
.

2. 设 a, b, c 均为正数且 a, b, c 成等差数列，判断 1√
b+

√
c
,

1√
c+

√
a
,

1
√
a+

√
b
是否成等差数列，并说明

理由．

解析 由题意知 b− a = c− b =
1

2
(c− a)，所以

1√
b+

√
c
+

1
√
a+

√
b
=

√
c−

√
b

c− b
+

√
b−

√
a

b− a
=

√
c−

√
a

b− a
=

√
c−

√
a

1
2 (c− a)

=
2√

c+
√
a
.

从⽽得到
1√

b+
√
c
,

1√
c+

√
a
,

1
√
a+

√
b

是等差数列．

3. 设 a, b, c 为实数，证明：对任意实数 x 都有 (x− a)2 + (x− b)2 ⩾ c 当且仅当 (a− b)2 ⩾ 2c．

解析 对题中不等式整理得

2x2 − 2(a+ b)x+ (a2 + b2 − c) ⩾ 0,

此不等式恒成立当且仅当对应判别式

∆ = 4(a+ b)2 − 8(a2 + b2 − c) = 4[2c− (a− b)2] ⩽ 0,

等价于 2c ⩽ (a− b)2 ，命题得证．

4. 已知复数 z1, z2 满⾜ z1 与 z1 + z2 有相同的模且 z1z2 = a(1− i)，其中 a 为⾮零实数，求 z2
z1
的值．

解析 由题意知

|z1|2 = z1z1 = |z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2),

化简得

z2z2 + z2z1 + z1z2 = 0.
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因为 z1z2 = a(1− i)，所以 z1z2 = a(1 + i)，代⼊上面的式⼦得 z2z2 = −2a．于是有

z2
z1

=
z2z2
z1z2

=
−2a

a(1 + i) = −1 + i.

5. ⼀条直线与双曲线交于 A,B 两点，与此双曲线的渐近线交于 C,D 两点，证明：线段 AC 与 BD 的

长度相等．

解析 以双曲线的中⼼为原点，以实轴所在直线为 x 轴建立直角坐标系，则双曲线与它的渐近线⽅程可

以表示为
x2

a2
− y2

b2
= λ,

其中 λ = 1 时为双曲线， λ = 0 时为渐近线．

设 A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3), D(x4, y4)，则有


x2
1

a2
− y21

b2
= 1,

x2
2

a2
− y22

b2
= 1,

两式相减得
(x1 − x2)(x1 + x2)

a2
− (y1 − y2)(y1 + y2)

b2
= 0,

同样有
(x3 − x4)(x3 + x4)

a2
− (y3 − y4)(y3 + y4)

b2
= 0,

因为 A,B,C,D 四点共线，当此直线斜率不存在或者斜率为零时，由双曲线的对称性得 AC = BD ；当

此直线的斜率 k 存在且不为零时，有

y1 + y2
x1 + x2

=
y3 + y4
x3 + x4

= − b2

a2k
,

即 AB 的中点与 CD 的中点在过原点的同⼀条直线上，所以它们重合，从⽽有 AC = BD ．

事实上，此结论可以直接由双曲线的“垂径定理”得到．

6. 设 α, β 均为锐⾓，满⾜ sin2 α+ sin2 β = sin(α+ β)，求 α+ β 的值．

解析 显然当 α+ β =
π

2
时，等式成立；

由已知条件知

sin2 α+ sin2 β = sinα cosβ + cosα sinβ,

整理得

sinα(sinα− cosβ) = sinβ(cosα− sinβ).

若 α+ β ̸= π

2
，则有 sinα− cosβ 与 cosα− sinβ 同号，若同正，则有

sinα > cosβ = sin
(π
2
− β

)
, cosα = sin

(π
2
− α

)
> sinβ,
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从⽽有

α >
π

2
− β,

π

2
− α > β,

⽆解；若同负，用同样的⽅式也推导⽭盾．

综上， α+ β =
π

2
．

7. 已知 △ABC 的⾯积为 1，D,E 分别是边 AB,AC 上的点，F 为线段 DE 上的⼀点，设 AD : AB =

x, AE : AC = y, DF : DE = z 且 y+ z− x = 1．求 △BDF 的⾯积的最⼤值并求出此时 x, y, z 的值．

解析 如图，连接 BE ．

B

A

C

D

E
F

由三角形的面积公式 S =
1

2
ab sinC 可以得到

S△ADE = xyS△ABC = xy, S△BCE = (1− y)S△ABC = 1− y,

所以有

S△BDE = 1− xy − (1− y) = y(1− x).

从⽽有

S△BDF = zS△BDE = zy(1− x) ⩽
Å
z + y + 1− x

3

ã3
=

8

27
.

当 y = z = 1− x 时，即 x =
1

3
, y = z =

2

3
时等号成立，此时 △BDF 的面积有最⼤值

8

27
．


